Kongruenzen zwischen Klassenzahlen quadratischer Zahlkörper  by Lang, H. & Schertz, R.
JOURNAL OF NUMBER THEORY 8, 352-365 (1976) 
Kongruenzen zwischen Klassenzahlen 
quadratischer Zahlkiirper* 
H. LANG AND R. SCHERTZ 
Mathematisches Institut der UniversitSit Miinster, Roxelerstr. 64, Germany and 
Mathematisches Institut der Universitat Kiiln, Weyertal86-90, Germany 
Communicated by P. J. Roquette 
Received July 6, 1973 
Der Zusammenhang zwischen den Klassenzahlen der quadratischen K&per 
mit den Diskriminanten D und -30 ist bereits mehrfach in Arbeiten von 
Scholz [9], Herz [4], Ankeny, Artin und Chowla [l] untersucht worden. Alle 
diese Resultate beziehen sich auf die Teilbarkeit durch 3 der beiden Klassenzahl- 
en. .&hnliche Untersuchungen iiber die Reziehung zwischen den Klassen- 
zahlen der Kiirper Q(D1/3 und Q((-4D)l9 sind in [S] durchgeftihrt worden. 
In der vorliegenden Arbeit werden nun allgemein Kongruenzen zwischen den 
Klassenzahlen von Q(D1/*), D > 0, und Q((D&)llB) fiir eine beliebige negative 
Diskriminante D,, hergeleitet. Der Ausgangspunkt ist dabei iihnlich wie in [S] 
eine Klassenzahlformel von Dirichlet-Kronecker-Meyer sowie eine daraus 
nach einer Methode von Stark abgeleitete Klassenzahlformel. Die erstgenannte 
Klassenzahlformel kommt dadurch zustande, daD man den Kiirper Q(D1le, 
Do’/3 einmal als Kreiskijrper und zum anderen als relativabelsche Erweiterung 
des reellquadratischen Korpers Q(D1/8) auffal3t. Die in den Klassenzahlformehr 
auftretenden Klasseninvarianten sind rationale Zahlen. Aus der arithmetischen 
Struktur dieser Invarianten, die abgesehen von einer Erg%nzung in Abschnitt 
2 bereits von Lang in [5] untersucht worden ist, lassen sich neuartige Kon- 
gruenzen zwischen den Klassenzahlen quadratischer K&per herleiten. Als 
Folgerung aus diesen Kongruenzen ergeben sich emeut einige der mittels 
komplexer Multiplikation bewiesenen Teilbarkeitsaussagen aus [S], sowie ein 
groDer Teil der Resultate in [l, 4, 91. 
1. KLASSENZAHLFORMELN 
a) Die Kroneckersche Grenzformel. Sei z = Q(D1/z) ein reell-qua- 
dratischer Zahlkiirper mit der Diskriminante D > 0. Fiir eine natiirliche 
Zahl f bezeichne ‘St,, die Ringdivisorenklassengruppe module fpm . x sei 
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ein eigentlicher Charakter von ‘&,, zum Flihrerf, = fim . Wir betrachten 
die hiermit gebildete L-Reihe 
L(s, x) = 1 J!!a 
g Md” ’ 
(1.1) 
in der die Summation tiber alle ganzen Divisoren von 2 zu erstrecken ist. 
Hierfiir hat man nach Meyer [6] 
a, x> = 3 c x(f) us, f), (1.2) 
te(J1 
fx 
wobei L(s, 1) die erweiterte L-Funktion der Ringklasse f bezeichnet. 
Das Verhalten dieser L-Reihen fur s + 1 + wird duch die Kroneckersche 
Grenzformel [6] 
L(s, f) = -$g Q(f) + O(s - 1) (1.3) 
beschrieben. Die hierin auftretende Invariante @(I) ist folgendermassen 
definiert: 
c sei ein ganzer Divisor aus f-l und cI = c n R, das zugehiirige Ring- 
ideal, welches durch Schnittbildung mit R, , der Ordnung zum Ftihrer f 
in .& entsteht. In cf wahlen wir eine Basis 
(79 ,Y 2), mit we’ - y2y1’ > 0. (1.4) 
1st q > 1 die Grundeinheit von Rf , so gilt 
(1.5) 
mit einer unimodularen Matrix M = (z i) der Determinante + 1. Man 
beachte hierbei, dass nach Voraussetzung ein Ringklassencharakter mit 
dem Fiihrer fpm existiert, die Ringklasseneinteilungen modulo f und fpm 
also verschieden sind und somit N(E,) = $1 sein muss. Durch die uni- 
modulare Matrix M ist nun @(I) erklart vermiige 
Hierin bezeichnet v(w) die Dedekindsche T-Funktion, und die auftretende 
Quadratwurzel ist mit positivem Realteil zu nehmen. 
Im Hinblick auf die bekannte Transformationsformel fur log(v(w)) 
(vgl. [7]) ist hiernach @(I) eine rationale Zahl mit Hijchstnenner 24. 
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Jede Ringdivisorenklasse modulo f besteht wegen ZV(c,) = + 1 aus zwei 
Ringdivisorenklassen f, f modulofp, . Hierfiir ist nach [6] 
L(s, f) = -L(s, 2), (1.7) 
und daher hat man 
tD(i) = 4(t). (1.8) 
(b) Die Klassenzahlformel von Dirichlet-Kronecker-Meyer. Sei K ein 
imaginlirer bizyklischer biquadratischer ZahlkSrper und C = Q(D1/2) 
sein reell-quadratischer Teilkorper. Dann enthalt K neben z noch genau 
zwei komplexe quadratische Zahlkorper mit den Diskriminanten G, T: 
K 
(1.9) 
Hierbei gilt mit einer nattirlichen Zahlf: 
GT = f 2D. (1.10) 
Bei diesen Gegebenheiten besteht die Identitat 
L Q(T’/&) LQ(@I&) = L(s, xx (1.11) 
Hierin sind LP(TIp)(~) und Lq(Glls)(s) die zu den imaginHr-quadratischen 
Teilkiirpern gehorigen Dirichletschen L-Reihen, und L(s, x) ist die mit 
dem zu der Erweiterung K/Z gehorigen quadratischen Charakter gebildete 
L-Reihe der Form (1.1). 
Nach [2] ist K Ringklassenkorper i.iber z und somit x ein Ringklassen- 
charakter. Der Fiihrer von x ergibt sich aus dem Ftihrer-Diskriminanten- 
satz und dem Schachtelungssatz zu 
f, =fPm (1.12) 
mit der nattirlichen Zahlfaus (1.10). Fur Primdivisoren p von z lasst such 
x(p) mit Hilfe des Kroneckerschen Symbols angeben durch [5]: 
X(P) = (&), falls P r T, 
G 
= NP) ’ t-1 falls p r G, (1.13) 
= 0, falls p ! j. 
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Mit Rticksicht auf (1.3), (1.8) und die bekannten Formeln fur die Werte 
Lco&l), Lo(G~la)( 1) erhalt man die Klassenzahlformel 
(1.14) 
Hierin ist 
%, = 0 E %z,& I XV) = +1>. (1.15) 
hc , hT bezeichnen die Klassenzahlen und wG , +vT die Einheitswurzelan- 
zahlen der entsprechenden K&per. 
(c) Das Analogon einer Klassenzahlformel von Stark. Sei U eine Unter- 
gruppe der absoluten Charaktergruppe und x0 ein Ringklassencharakter 
von ,T? mit pco If,,. Fur alle x aus U besitzen dann die Charakters xx0 
denselben Ftihrer 
fxx, = .f;, = fPa ’ (1.16) 
Sei nun 
LI = {f E 94,X0 I x(t) = 1 fur alle x E U}. (1.17) 
‘?l, 23 seien Nebenklassen von Il. Die mit xx,, , x E U, vermiige (1.2) 
gebildeten L-Reihen lassen sich aufspalten in 
WY xx01 = c xw a x0 3 % (1.18) 
BmodU 
mit 
w, x0 , f-3 = 4 c x0(f) -a fh (1.19) 
f& 
Multipliziert man die Gleichung (1.18) mit x(%-l) und summiert 
anschliessend tiber alle Charaktere x aus U, so entsteht die Formel 
,Fu x(%-l) us, xxo) = [U : 11 a, x0 3 w. (1.20) 
Sei jetzt speziell U die Untergruppe aller Geschlechtercharaktere 
modulo 1 von 2. Dies sind alle Charaktere der Form (1.13), wobei G, T 
Diskriminanten reell-quadratischer Zahlkiirper bzw. G = 1, T = D mit 
GT = D sind. Do < 0 sei die Diskriminante eines imaginar-quadratischen 
Zahlkijrpers und x0 der zu der Erweiterung C(D~‘“)/zl gehorige quadra- 
tische Charakter. Da wegen Do < 0 der K&per LY(#j”) imaginar ist, gilt 
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pm If,, und (1.16) ist erftillt. Aus (1.20) folgt nun unter Beachtung von 
(1.8) und (1.14) die Klassenzahlformel 
Hierin ist abkiirzend ‘?I+ = {f E ‘% / x,,(f) = I} gesetzt. hD& , hDoT be- 
zeichnen die Klassenzahlen und w D,G , +vD,r die Einheitswurzelanzahlen 
von Q((D,,G)112) bzw. CP((D,T)1/2). Der Index [U: 1] ergibt sich im 
vorliegenden Fall aus der Geschlechtertheorie zu 
[or : l] = 2V’-1. (1.22) 
Bezeichnet r die Anzahl der Primteiler von D, so ist dabei r’ = r bzw. 
r’ = r - 1, je nachdem D ein Produkt positiver Primdiskriminanten ist 
oder nicht. 
2. DIE BERECHNUNG DER O-INVARIANTE MODULO 8 
Die Auswertung der Klassenzahlformeln (1.14) und (1.21) stiitzt sich 
auf die Partialbruchzerlegung der Ringklasseninvariante Q(f). Der Wert 
24@(f) mod 4 ist in [5] eingehend untersucht worden. Fiir ihn gilt: 
Es bezeichne D, = f2D die Diskriminante der zu f gehiirigen Ordnung 
Rf von .Z. Damit werde die Grundeinheit Ed > 1 von R, in der Form 
.+ = $(uf + LQD~~/~) > 1 (2.1) 
geschrieben. Dann bestehen die Kongruenzen 
24@(f) E vf(uf - 3) xJ) mod 4, ftir2+‘v,,2/Df, 
E v,(z+ - 3) mod 4, fiir2+vf,2fDf, 
E ufv,(D, - 4)/8 + 3(u, - 2)/2 mod 4, (2.2) 
ftir2[v,, 21Df, 
= 3(u, - 2)/2 mod 4, fiir2]v,, 2fD,. 
Hierbei bedeutet xma den der Erweiterung Z((-4)l/“)/.Z eindeutig zugeord- 
neten Ringklassencharakter. Fiir seinen Fiihrer f,-, = fM4pm hat man 
gemlss (1.10): 
f-4 = 1, fiir D = 4 mod 8, 
= 2, fiirD=Omod8, 
= 4, ftir D = 1 mod 4. 
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In dem oben zuerst genannten Fall 2 +- uf , 2 1 Df ist fM4 notwending ein 
Teiler vonf. In den anderen drei Fallen stellt 24@(f) eine gerade Zahl dar. 
Man sieht hieraus 
24@(f) ZE 24@(f) x-*(f) mod 4, fi.irf& ljjpm und (2 j z’~ oder 2 +’ Df). 
(2.3) 
Ist f sogar das Quadrat einer Ringklasse modfp, I so kisst such (2.2) zu 
einer Kongruenz mod 8 verschgrfen. Das sol1 jetzt ausgefiihrt werden. 
Aus dem Transformationsverhalten von log(T(w)) [7] entnimmt man 
fur c > 0: 
= 611 - (;)/ + a6 + 2ac - 3c + cd(1 - a2) mod 24, 
falls 2 r c, 
7-2 611 - (a/ + ab - UC -t- 3u - 3 + cd(l - a”) mod 24, 
falls 2 ; c. 
Wegen ad - be = 1 ist nun 
ub - 2uc - 3c + cd(1 - a”) = UC + cd - 3c + ab(1 - c2). 
Ausserdem muss a ungerade sein, wenn 2 in c aufgeht. Daher bekommt 
man fur c > 0 : 
24@(f) z=z 611 - (;)I + UC + cd - 3c mod 8, falls 2 T c, 
(2.4) 
mm= 611 - (:)I + ub - UC + 3u - 3 mod 8, falls 2 / c. 
Ohne Einschrankung kann angenommen werden, dass es sich bei c aus f-l 
urn ein ganzes primitives Ideal handelt, das mit 2 keinen gemeinsamen 
Teiler besitzt. Die Basis (yl , y2) des Ringideals cf = c n RI werde in der 
kanonischen Form [3] 
YI = %( g + W”), Y2 = NC) (2.5) 
gewahlt. Hierbei bedeutet g eine durch f teilbare nicht negative ganz- 
rationale Zahl, die der Bedingung 
g=D,mod2 (2.6) 
geniigt. Da g nur modulo 2N(c) bestimmt ist, kann wegen (2.6) sogar 
g = 0 mod 32, fiir D, = 0 mod 2, 
= 1 mod 32, fur D, - 1 mod 2, 
(2.7) 
640/3-S 
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erreicht werden. Da vorausgesetzt worden ist, dass f das Quadrat einer 
Ringklasse mod fpm ist, kann angenommen werden, dass such c das 
Quadrat eines Ideals ist. In diesem Fall ist N(c) eine ungerade Quadratzahl, 
und man hat 
N(c) = 1 mod 8. (2.8) 
Die Darstellungsmatrix A4 von q beztiglich der Basis (2.5) ergibt sich 
explizit aus der Matrizengleichung 
((q + VfD/“2)/2) ((g +Nz;‘z)‘2) 
= i(u,;ctgY2 v,(D, - i?VWd (g + o:12Y2 
Vf (% - Vfd/2 I( 1 N(c) * 
(2.9) 
Gem&s (2.4) sind die Falle 2 7 c und 2 j c zu unterscheiden. Da hier 
c = N(c) v, und N(c) ungerade ist, bedeutet das die Fallunterscheidung 
2 -Y of oder 2 I I+ . 
(a) vf ist ungerade. Aus (2.4), (2.7)-(2.9) ergibt sich: 
24@(f) E 2 I( (“?&+$‘2 ) - 11 + u&f - 3) mod 8. 
Nun ist N(c) eine ungerade Quadratzahl. Mit (2.7) folgt daher: 
( 




fur 2 I D, , 
= @f + w2 
( v f ) 9 fiir 2 7 D, . 
Somit gilt: 
24@(f) = 2 I(*) - 11 + vf(uf - 3) mod 8, f&27+,2 ID,, 
-21( (w + d/2 v~ )-11 +v,(z+-3)mod8,ftir2Tv,,2+‘D,. 
(2.10) 
(b) vf ist gerade. 1st such noch Df durch 2 teilbar, so erhllt man aus 
(2.4), (2.7)-(2.9) 
fur 2 I v, ,2 1 Df . (2.11) 
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Hierbei wurde wieder ausgenutzt, dass N(c) eine ungerade Quadratzahl ist, 
so dass wegen (2.6) und (2.7) die Gleichung 
( 
N(c) vf 
(Uf + crg)/2 = (u, +vIltg),2 1 .= ( $2 j i i 
besteht. 
Fur den noch zu behandelnden Fall 2 f D, betrachte man die Pellsche 
Gleichung 
u f 2 - vf2Df = 4N(ef) = 4. (2.12) 
Mit vf ist such uf eine gerade Zahl. Da Df 5 1 mod 4 sein muss, gilt 
demnach 
(uf/2)2 - (21,/2)~ = 1 mod 4. 
Diese Kongruenz kann nur erfiillt sein, wenn uf/2 eine ungerade und vr/2 
eine gerade Zahl ist. Gembs (2.12) ergibt sich also 
(~,/2)2 - (~,/2)2 D, E 1 - (vf/2)2 Df = 1 mod 8. 
Wegen Teilerfremdheit von 2 und D, liest man daraus 
v,=Omod8 (2.13) 
ab. Wie oben folgt jetzt aus (2.4), (2.7)-(2.9): 
24@(f) ze 2 [( (uf Jfllf),2 j - l( + i (~1~ + vf) - 3 mod 8 
fur 2 I vf, 2 r Df . (2.14) 
Im Hinblick auf die Kongruenzen (2.10), (2.11) und (2.14) werde die 
Abkiirzung 
Auf 5 Of) = 2 \(J$j - 1; + ur(ur - 3), fiir 2 r q , 2 : D, , 
_ 2 (Uf + 2,f)P 
- I( 1 
- 
"f 
1 j + 4% - 3), 
fiir2fv,,2{D,, 
(2.15) 
fur 2 / vf , 2 j D, , 
= 2 I( CUf -;)fof),2 j - 1( +;cu, + Cf) - 3, 
fur 2 I uf , 2 r D, . 
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eingefiihrt. Hierbei ist offenbar 
- 11 E 2 I(-$) - 11 
- 11 =Omod4. 
Beachtet man (2.3) und (2.13), so kann man (2.2) such in der Form 
24@(f) = p(uf , ~1 x-&l mod 4, fib-f,-, I .I.$- , 
= p(q) q) mod 4, fib j;-, -rfpm 
(2.16) 
schreiben. 
Die Kongruenzen (2.10), (2.11) und (2.14) lassen sich zusammenfassen 
ZU 
24@(f) E p(ur , z+) mod 8, wenn f ein Quadrat ist. (2.17) 
3. KONGRUENZEN Fti~ KLASSENZAHLEN QUADRATISCHER K&PER 
Sei 27 = a(ollz) ein reell-quadratischer Zahlkiirper mit der Dis- 
kriminante D > 0 und K = Q(D112, (-3l/“)). Dann ist in (1.10) 
J‘= 1, falls 3 1 D, 
= 3, falls 3 r D. 
(3.1) 
Der zu der Erweiterung K/C gehiirige quadratische Charakter ist fur zu 3 
prime ganze Divisoren c von JY gegeben durch 
Schliesst man den Fall D = 12 aus, setzt man also voraus, dass K nicht 
der Korper der 12-ten Einheitswurzeln ist, so lautet die Klassenzahlformel 
(1.14) im vorliegenden Fall 
Nach [5] ist nun fiir f E !B&,, 
wobei 
24@(f) = up, mod 3, 
l f = (uf + u,fD’32 > I 
(3.4) 
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die Grundeinheit von R,. bedeutet. Somit folgt aus (3.3) 
[‘iR&,,: l] ufvf = 2hesD mod 3. (3.5) 
Zur Berechnung von [‘Qm : l] benotigen wir die bekannte Beziehung 
/ID(f) = @D/ef) f fill, ( 1 - ($, k) 
zwischen der Ringklassenzahl moduloJvon Q(Nz) und der gewiihnhchen 
Klassenzahl hD von Q(N2). ej bezeichnet den Index der Einheitengruppe 
der Ordnung zum Fiihrer f von Q(N2) in der vollen Einheitengruppe. 
Dabei gilt 
Im Fall 3 1 D ist nun laut (3.l)f = 1 und ausserdem N(Q) = 1. Daher ist 
[%;s,: l] = $[%2,m: l] = 4 ’ 2 ’ hD = h, , 
und im Fall 3 ‘i D ergibt sich in gleicher Weise mit Rticksicht auf (3.6): 
[%&: l] = 3 -z’3) h,. 
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 
SATZ (3.1). Fiir D # 12 gilt 
hD . UIUl = --hF3D mod 3, falls 3 I D, 
h D 3 - (D’3) u v = --hwSD mod 3 
e3 
33 ” falls 3 f D. 
In dem ausgeschlossenen Fall D = 12 hat man bekanntlich h,, = h-, = 1 
und e1 = (4 + 121/2)/2, also h12 * ulvl = h-, mod 3. 
In den Ergebnissen von Satz (3.1) sind die Resultate von Ankeny, Artin 
und Chowla [l] sowie von Herz in [4] enthalten. Man vergleiche hierzu 
such den Satz von Scholz in [9]. 
Es sol1 nun, ausgehend von der Klassenzahlformel (1.21) eine zu 
Satz (3.1) analoge Kongruenz nach Potenzen von 2 zwischen den in (1.21) 
auftretenden Klassenzahlen bewiesen werden. Urn triviale Komplikationen 
zu vermeiden, wollen wir uns dabei auf den Fall beschr&nken, wo ‘% = U 
ist. In diesem Fall lautet (1.21) nach Multiplikation mit 24: 
2l-“ZZ(D, , D) = $+ 24@(f), (3.8) 
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wobei abkiirzend 
GT-D 
gesetzt ist. Fiir die auftretenden Einheitswurzelanzahlen wt ; t = D,,G, 
D,T; gilt bekanntlich 
Wt = 2, falls Q(t112) # 0((-3)l/3, Q(-4)li2, 
= 6, falls Q(t1/2) = Q((-3)l/“), 
= 4, falls Q(t112) = Q((-4)l/7, 
und entsprechend ist der in (3.9) auftretende Nenner 
(3.10) 
“VDoG WDoT __- 
2 2 
gleich 1, 2, 3 oder 6. 
Die auf der rechten Seite in (3.8) stehende Summe ist eine ganze rationale 
Zahl, die nun modulo 4 bzw. module 8 bestimmt wird. Mit der in (2.15) 
eingeftihrten Bedeutung von p(q) q) erhllt man zunachst aus (2.16) und 
(2.17) 
und dabei ist 
24@(f) E mp(u, , of) mod 2y, (3.11) 
v = 3, falls U+ C %&, , 
=2 3 sonst, 
m = 0, falls L, I A, , x-~ $ ({x01, 0 
= [LI+ : I] sonst. 
Der hierin auftretende Index [U+ : I] ergibt sich mit Riicksicht auf (3.6) zu 
Wf,, : 11 m : 11 [U-t : l] = ; [U : I] = 2[U. 1] = - 
[U: I] 
= &AD -$fI-I (1 - (5) j). 
Dlf 
(3.12) 
Zusammen folgt nun aus (3.8), (3.11) und (3.12) die Kongruenz 
H(D,,,D) = hi, $fn (1 - (-$) i) p(uf , q) mod 2”-1+y (3.13a) 
Plf 
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mit Ausnahme des Fallesfx-* If,, , x+ 6 ({x0}, Ui, in dem 
H(D, , D) = 0 mod 2T’+1 gilt. (3.13b) 
Hierbei haben r ’ und v die in (1.22) und (3.11) angegebenen Bedeutungen. 
Bei der Herleitung der zweiten Kongruenz in (3.13) beachte man, dass im 
Fall f,-, if,, , x--4 $ ({x0}, U) offenbar ({x0}, U) eine echte Untergruppe 
der quadratischen Charaktere von Q,m darstellt. Demzufolge ist Uf nicht 
in ‘%F,m enthalten und daher in (3.13) v = 2. 
Im folgenden wollen wir in einigen Spezialfallen der Kongruenzen (3.13) 
die Konstanten r’ und v bestimmen sowie einige Folgerungen aus (3.13) 
ableiten. 
Sei zunachst die negative Diskriminante D, ein Teiler von D. Dann ist 
offenbar D kein Produkt positiver Primdiskriminanten und somit 
p’ = I’ - 1. Weiter ist im vorliegenden Fall f,, = pm und somit U’ = 
({x0), U: gleich der Gruppe aller quadratischen Charaktere von 5&,, . 
Daraus folgt 
IX+ = {f E ‘&,* ( x(f) = 1 fur alle x aus U und x,,(f) = I> 
(3.14) 
= Rm * 
Unter der Voraussetzung D, / D kann der Ausnahmefall (3.13b) nicht 
eintreten, da im Fall f,-, 1 f,, , also f,-, = pm , notwendig schon xe4 aus 
U’ ist. Es besteht daher die erste Kongruenz in (3.13), und hierin ist mit 
Rticksicht auf (3.14) v = 3. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
SATZ (3.2). Im Fall D, 1 D besteht die Kongruenz 
H(D, , D) = hDp(ul , vl) mod 2’+l. 
Als nlchstes betrachten wir den Spezialfall D, = -4. Hier kiinnen wir 
weiter D + 4 mod 8 voraussetzen, da der Fall D, = -4, D = 4 mod 8 
schon in Satz (3.2) enthalten ist. Man hat dann 
fx, = 4Pm , falls D == 1 mod 4, 
= 2Pm, falls D = 0 mod 8. 
(3.15) 
Ferner ergibt sich wie im Fall D, / D 
u+ = !R;,, , falls D ein Produkt positiver Primdiskriminanten ist, (3.16) 
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andererseits aber 
Ut 3 !$, , falls D kein Produkt positiver Primdiskriminanten ist. (3.17) 
Hiernach erhiilt man aus (3.13) den 
SATZ (3.3). Im Fall D E 1 mod 4 ist 
H(H-4, D) E hD 2(2 -ey’2)’ p(u, , u4) mod 27+LL, 
und im Fall D E 0 mod 8 hat man 
H(-4, D) = hD(2/e,) p(u, , v$) mod 2’+@. 
Dabei ist p = 2 bzw. p = 0, je nachdem D ein Produkt positiver Prim- 
diskriminanten ist oder nicht. 
Aus den bisher bewiesenen Kongruenzen lassen sich Beziehungen 
zwischen den Klassenzahlen hD und hmaD herleiten. Hierzu ist zu unter- 
suchen, durch welche Potenzen von 2 die in H(-4, D) auftretenden, von 
h-&D verschiedenen Klassenzahlen teilbar sind. Sei dazu allgemein d < 0 
die Diskriminante eines imaginar-quadratischen Zahlkorpers und s die 
Anzahl der Primteiler von d. Dann ist nach der Geschlechtertheorie die 
Klassenzahl von Q(d1i2) durch 28-1 teilbar. Unter Benutzung dieser 
Tatsache ergibt sich aus der Definition (3.9) fiir H(--4,D): 
H(-4, D) = 3hdJD mod 2?+” mit 
v= -1, falls D = 4 mod 8, D # 12, 
x.z 1, falls D E 1 mod 4, (3.18) 
zz 0, falls D = 0 mod 8. 
DefinitionsgemlD ist in den Fallen D E 4 mod 8, r = 2, D # 12 und 
D 3 I mod 4, r = 1 sogar 
H(-4, D) = 3h+, . (3.19) 
Aus den S&en (3.2) und (3.3) folgt nun 
SATZ (3.4). Fiir D # 12 ist im Fall D = 4 mod 8 
3hMdD = hDP(uI , vJ mod 20(r) 
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mit u(r) = max(3, Y - 1) fur r # 3 und U(Y) = 2 fiir r = 3. Zst D= 1 mod 4, 
so gilt 
3hwdD = hD 32 - W2)) 
e4 
p(u4 , v4) mod 2A(7), 
wobei h(r) = max(3, r + 1) bzw. h(r) = r ist, je nachdem D ein Produkt 
positiver Primdiskriminanten ist oder nicht. Im Fall D = 0 mod 8 hat man 
analog 
3hV40 = ho(2/e,) p(u2, v2) mod 2”‘. 
Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Satze (2.5)-(2.7) in [8], die 
mittels komplexer Multiplikation aus einer zu (1.21) analogen Klassen- 
zahlformel gewonnen wurden. Der dort bewiesene Satz (2.7) ist in dem 
hier bewiesenen Satz (3.4) enthalten. Den Satz (2.6) aus [8] kann man 
jedoch nicht aus den hier bewiesenen Satzen folgern. 
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